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Prefacio

I would have a man knocked in the head
that should write anything in Mathematics
that had been written of before.

Edward Davenant (séc. XVII)

Porqué mais um livro de Algebra Linear? Em que se distingue
o presente livro de outros que tratam esta matéria basica para a
Matematica superior?

Desde a edicao do classico Introducgao a /flgebm Linear e Geome-
tria Analitica, de F. R. Dias Agudo, ha 50 anos, foram publicados em
Portugal vérios livros nesta area. O primeiro a reflectir as mudancas
no ensino da Algebra Linear ocorridas nos E.U.A., corporizadas no-
meadamente em Linear Algebra and Its Applications, de G. Strang,
foi Algebm Linear como Introducao a Matemdtica Aplicada, de L.
Magalhaes, em 1989. Nestes dois livros, a ordem classica na apre-
sentacao das matérias é alterada, passando para o inicio os aspectos
mais computacionais, incluindo a linguagem basica das matrizes e
os sistemas de equacoes lineares. Essa abordagem sé depois trata a
parte mais abstracta e “geométrica”, abrangendo a teoria dos espagos
vectoriais e transformacoes lineares.

Estes dois aspectos da Algebra Linear podem em alguma medida
ser estudados independentemente a nivel introdutoério, mas as relacoes
entre eles sao profundas: s6 com recurso ao calculo matricial é possivel
tornar efectivos muitos dos resultados e construcoes da teoria dos
espacos e transformacoes, e sem os conceitos desta ultima a teoria
das matrizes fica em parte reduzida a uma sequéncia de operacoes e
algoritmos sem elegancia nem consisténcia.

No entanto, em muitos cursos de Engenharia, Economia e Ciéncias
apenas se dedica um semestre a Algebra Linear, o que levanta um pro-
blema de selec¢ao de matérias e de escolha na ordem da exposicao.



viil Prefacio

A nossa opcao foi também abordar inicialmente a parte mais con-
creta e computacional da Algebra Linear. Em seguida, comecamos
o estudo da “geometria linear”, mas ainda apenas no contexto par-
ticular de R". O mesmo acontece no capitulo seguinte, dedicado a
“geometria métrica” de R". Em ambos os capitulos as demonstragoes
dos teoremas sao levadas a cabo tanto quanto possivel usando apenas
a estrutura linear de R”, evitando utilizar coordenadas.

Esta abordagem tem como objectivo dar o salto da abstraccao em
dois tempos, deixando para mais tarde o estudo dos espacos gerais,
que surgird entao com maior naturalidade e mais sélida motivacao.
Trata-se portanto de uma opgao pedagdgica, e nao cientifica.

Antes dos espacos vectoriais estudamos a geometria analitica do
1.° grau. Logo a seguir, abordamos o importante tema dos vectores
préprios e valores préprios de matrizes quadradas, referindo algumas
aplicacoes interessantes, incluindo a classica geometria analitica do
2.° grau, mas também outras mais modernas, como a decomposicao
dos valores singulares, a compressao de imagens e o funcionamento
do Google. Faz-se o estudo completo da forma normal de Jordan,
incluindo a sua unicidade.

Os capitulos finais s@o dedicados & Algebra Linear abstracta,
estudando-se e classificando-se os espagos vectoriais gerais sobre cor-
pos arbitrarios (incluindo os espagos de dimensao infinita), as trans-
formacgoes lineares entre eles, e os espagos com produto interno.

As matérias estudadas num curso introdutdrio de Algebra
Linear sao razoavelmente standard. Uma caracteristica deste livro é a
apresentacao sistemdtica dessas matérias, mas de forma modular, de
modo a ser possivel conceber varios cursos com ele.

Em particular, uma disciplina semestral de Algebra Linear que
nao tenha como objectivo principal o estudo dos espacos vectoriais
pode ser construida a partir dos capitulos 1 a 7. Pensando nesse
cenario, incluimos nos capitulos 4 e 5 uma breve referéncia aos espacos
abstractos e aos produtos internos abstractos. Uma disciplina semes-
tral em que se deseje contemplar esses espacos de forma profunda
e completa pode tratar os capitulos 1 a 3 e depois passar directa-
mente ao capitulo 8, com referéncias ocasionais a temas tratados nos
capitulos anteriores.
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Sao possiveis outras configuragoes e outros usos do texto, inclu-
sive para disciplinas mais avangadas ou como apoio a disciplinas de
Anglise Numérica ou Algebra Linear Numérica.

O livro caracteriza-se também por todos os resultados fundamen-
tais serem demonstrados (exceptuando-se trés, o Teorema Fundamen-
tal da A]gebra, o Lema de Zorn e o Teorema de Schroder-Bernstein,
que nao sao parte da Algebra Linear). Foi esta intencao, juntamente
com as matérias escolhidas e a sequéncia adoptada para a sua
exposicao, que esteve na origem da nossa decisao de escrever o li-
Vro.

As vérias seccOes terminam com exercicios, mas optamos por
quase nao incluir exercicios numéricos. H& no texto muitos exem-
plos préaticos ilustrativos completamente tratados, mas os exercicios
orientam-se em geral para o estudo de factos adicionais, por ve-
zes necessarios mais tarde no préprio texto, outras vezes abrindo
perspectivas para desenvolvimentos e exploragoes.

Cridmos um site para o livro

http://sites.google.com/site/livroial

onde colocaremos fichas com exercicios numéricos, solugdes ou
sugestoes relativas aos exercicios do livro, bem como complementos
e observagoes sobre o texto.

Dada a importancia central da linguagem Matlab na Matematica
Aplicada hoje em dia, apresentamos os comandos principais dessa
linguagem num apéndice final.

O 1nico pré-requisito para o inicio da leitura do livro é a
linguagem bésica sobre conjuntos e funcoes.

Este livro esteve online, em sucessivas versoes, a disposi¢ao de to-
dos, publicamente, desde 2000. A versdao de 2003 foi a mais utilizada,
por milhares de estudantes e muitos colegas de Coimbra, bem como
por estudantes e colegas de outras universidades.

A actual edicao teve o apoio do Centro de Matematica da
Universidade de Coimbra / FCT, a cuja Direcgao agradecemos.
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Estamos gratos aos colegas e estudantes que nos fizeram chegar
criticas e sugestoes. Destacamos Luis Trabucho e Joao Luis Soares,
pela leitura pormenorizada. Agradecemos também os comentarios
de Anténio Leal Duarte, Helena Albuquerque, Jorge Buescu, Jorge
Neves, José Perdigao Dias da Silva, Luis Nunes Vicente, Margarida
Mendes Lopes, Maria Manuel Clementino, Olga Azenhas e Paulo
Oliveira. A Armando Machado e Eduardo Marques de S4 devemos
duas demonstragoes assinaladas no texto. Cristina Caldeira cedeu-
-nos as ilustragoes das conicas e das quadricas. Jorge Picado e Carlos
Leal ajudaram-nos com problemas abstrusos de IXTEX.

Os erros que restam sao sé nossos, e ficaremos gratos aos leitores
que no-los assinalarem.

Coimbra, Abril de 2010
Ana Paula Santana
Joao Filipe Queiro

Nota a edigao revista

Nesta edicao procedemos a alteracoes e correccoes localizadas
do texto de 2010. Estamos gratos a Cristina Caldeira por varias
observacoes e por melhorias em algumas figuras. Agradecemos ainda
a Dulce Inés Silva, Isabel Ferreirim, Joao Luis Soares, José Miguel
Urbano, Maicon Karling, Manuela Sobral, Matheus Rigo e Milene
Santos a comunicacao de gralhas que encontraram no texto.

Coimbra, Dezembro de 2021
APS
JFQ

Nota a edicao de 2026

Nesta edicao procedemos a alteracoes e correcgoes localizadas da
edigao de 2022. Agradecemos a Joao Luis Soares, Pedro F. Carvalho
e Filipe Martins a comunicacao de gralhas que encontraram no texto.

Coimbra, Fevereiro de 2026
APS
JFQ
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Capitulo 0
Os nimeros complexos

Esta seccao é uma breve introdugdo aos conjuntos de nimeros
que serao mais utilizados no texto. Destina-se principalmente ao
leitor pouco familiarizado com os nimeros complexos.

Os conjuntos de ntimeros mais conhecidos e habituais sao os se-
guintes: o conjunto dos nimeros naturais,

N={1,2,3,...},
o conjunto dos niimeros inteiros,
zZ=A...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...},

o conjunto dos niimeros racionais,
m
@:{— : m,nEZ,n#O}
n

e o0 conjunto dos nimeros reais, para o qual usaremos o simbolo R.
Tem-se a seguinte cadeia de inclusoes:

NczcQcR.

Exemplos de ntmeros reais que nio sdo racionais sdo v2, /3,
e e m. A melhor maneira de visualizar o conjunto R é pensar nos
pontos de uma recta, o eixo real. Marcando no eixo dois pontos
para representar os nimeros 0 e 1, obtém-se uma correspondéncia
perfeita entre R e o conjunto dos pontos do eixo:

R

Supor-se-ao conhecidas as propriedades béasicas destes nimeros.
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No século XVI, a propésito da descoberta da féormula resolvente
das equagoes do 3.° grau, “descobriu-se” um novo conjunto de nime-
ros contendo R. Essa histéria é recordada em apéndice.

O novo conjunto de niimeros é o conjunto dos niimeros com-

plexos,
C={a+0bi: abeR},

onde i satisfaz i> = —1. As operacdes com nimeros complexos
realizam-se tratando-os como ntimeros como os outros e usando as
propriedades habituais das operacoes, bem como a igualdade i2 = —1.
Assim, por exemplo,

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i

(a+ bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i .

Estas operacoes gozam das mesmas propriedades algébricas que
as correspondentes no conjunto dos reais: comutatividade, associa-
tividade, distributividade da multiplicacdo relativamente & adicdo.!
Os numeros complexos 0 = 0+ 0i e 1 = 1 4 07 sao elementos neu-
tros para, respectivamente, a adicao e a multiplicacao. O inverso do
nimero complexo a + bi # 0 é

a n -b
7.
a2+ b a?+4b?

Note-se que todos os niimeros reais sao também niimeros comple-
xo0s (s@o aqueles em que b = 0), pelo que a cadeia de inclusoes acima
referida pode ser completada:

NcZcQcRCcC.

A melhor maneira de visualizar o conjunto C é pensar nos pontos
de um plano, o plano complexo. Tragando no plano um sistema de
dois eixos perpendiculares, e identificando o nimero complexo a + bi
com o ponto de coordenadas (a,b), obtém-se uma correspondéncia
entre C e o conjunto dos pontos do plano.

! Uma diferenca bésica entre R e C é que no conjunto dos niimeros complexos
nao existe uma relagdo de ordem < compativel com as operagoes, isto é, sa-
tisfazendo, para quaisquer zi,z2,w € C, as implicagbes z1 < z2 A w > 0 =
21w < 2w e 21 <29 = 21 t+w< 22+ w.
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Se pensarmos na férmula resolvente para equagoes do 2.° grau, ve-
mos que, com a introdugao dos niimeros complexos, qualquer equacao
do 2.° grau com coeficientes reais tem solucao em C: o aparecimento
de raizes quadradas de niimeros negativos deixa de ser problema. Por
exemplo, a equacdo A2 — 2\ 4+ 5 = 0 tem as solucdes 1 +2i e 1 — 2i.

Mas de facto pode dizer-se muito mais:

Teorema 0.1 Qualquer equacdo de qualquer grau (ndo nulo), com
coeficientes reais ou mesmo complexros, tem solucdo em C.

Este é o chamado Teorema Fundamental da Algebra7 de-
monstrado pela primeira vez de forma completa por Gauss em 1799.2

Seja p(A) = ap A" + ap 1 A" 4 -+ + a1\ + ap um polinémio de
grau n com coeficientes reais ou complexos. Se um nimero « (real
ou complexo) for raiz de p()), isto é, solucdo da equagao p(A) = 0,
entao é bem conhecido que p(\) é divisivel por A — a:

p(A) = (A —a)q(A),

onde g(\) = a, A"t +--- é um polinémio de grau n — 1.

Desta observacao e do Teorema Fundamental da Algebra tira-
-se uma importante conclusdo: um polinémio com coeficientes reais
ou complexos pode sempre escrever-se como produto de factores de
grau 1:

2 Para provar este teorema sao necessérios conhecimentos de Anélise que estdo
para além do 1.° ano da universidade. Note-se que o teorema apenas afirma a
ezisténcia de solugdes. A determinacao delas para cada equagdo é um problema
diferente.



4 0. Os numeros complexos

AN + @ A a N Fap = an(A—a1))(A—ag)...(A—ay),

onde aq, g, ..., q, sdo as raizes (reais ou complexas) do polinémio.

Nesta factorizacao de um polinémio (que é tnica a menos da or-
dem dos factores), uma raiz pode aparecer mais de uma vez. Se
aparecer apenas uma vez, diz-se uma raiz simples do polinémio.
Se aparecer exactamente duas vezes, diz-se uma raiz dupla do po-
linémio. E assim sucessivamente. Se aparecer exactamente k vezes,
diz-se que é uma raiz de multiplicidade k do polinémio.

O Teorema Fundamental da Algebra mostra que o conjunto C é
muito rico do ponto de vista algébrico. Vamos ilustrar essa riqueza
mostrando explicitamente que, dado n € N, qualquer niimero com-
plexo nao nulo tem n raizes de indice n em C. Claro que isto é con-
sequéncia imediata do Teorema Fundamental da Algebra (as n raizes
de indice n de um numero complexo z sao as raizes do polinémio
A" — z), mas o que vamos ver é que ¢ muito simples determinar essas
raizes.

Antes disso, introduzimos mais alguma terminologia sobre ntime-
ros complexos.

Seja z = a+bi € C. Chamamos a a parte real de z e escrevemos
a = Rez. Chamamos a b parte imagindria de z e escrevemos
b =1Imz. Se a =0, dizemos que z é imaginario puro. O conjugado
de z é Z = a — bi. O mddulo de z é o nimero real nao-negativo
|z| = Va?+ 2. (A fungao mddulo em C estende a fun¢ao médulo
conhecida em R.) Geometricamente, |z| é a distancia do ponto z
do plano complexo a origem (isto é, ao ponto 0). Mais geralmente,
|z — w| é a distancia entre os pontos z e w.

Seja z um nimero complexo nao nulo, identificado com um ponto
do plano. A medida do angulo que a semi-recta que vai de 0 para
z faz com a parte positiva do eixo real chamamos argumento de z
(notagao: argz). Cada nimero complexo z # 0 tem uma infinidade
de argumentos, diferindo uns dos outros por multiplos inteiros de 2.



